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Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ïóòåì äî-
áàâëåíèß ê èõ ñòðóêòóðå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ
(îðàêóëà). Äîêàçûâàåì çàìêíóòîñòü êëàññà ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ òàêè-
ìè àâòîìàòàìè, îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, ïðîåêöèè è, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àßõ, äîïîëíåíèß. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòîò êëàññ øèðå êëàññà ðå-
ãóëßðíûõ ßçûêîâ. Ïðåäëàãàåì íîâûé ñïîñîá óñòàíîâëåíèß ðàçðåøèìî-
ñòè òåîðèé ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííûõ îáúåêòîâ, ïðèâîäèì ïðèìåðû òàêèõ
òåîðèé.
In this paper we extend ﬁnite automata by inﬁnite sequence of symbols
(oracle). We prove the class of languages which are recognized by these
automata is closed under intersection, projection and under complement in
some cases. We show this class is larger than regular languages. We present
a new method to prove theory decidability using these automata. Also, we
give examples of those theories.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûé àâòîìàò, àâòîìàòíàß ñòðóêòóðà, ðåëßòè-
âèçàöèß.
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Ââåäåíèå
Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ òåîðèé ßâëßåòñß ñâîéñòâî ðàçðåøèìîñòè. Åñëè ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðßåò ïî êàæäîé çàìêíóòîé ôîðìóëå ïðè-
íàäëåæèò îíà òåîðèè èëè íåò, òî òàêàß òåîðèß ðàçðåøèìà. Èç òàêèõ àëãîðèòìîâ
èçâåñòíû, íàïðèìåð, ýëèìèíàöèß êâàíòîðîâ, ïðîâåðêà òîãî, ÷òî êàæäîå îòíîøåíèå
ñèñòåìû ìîæíî ðàñïîçíàòü êîíå÷íûì àâòîìàòîì è íåêîòîðûå äðóãèå.
Ýëèìèíàöèß êâàíòîðîâ  ýòî ïðîöåññ óäàëåíèß êâàíòîðîâ èç ôîðìóëû, ïðè-
âîäßùèé å¼ ê ýêâèâàëåíòíîé áåñêâàíòîðíîé. Òåîðèß ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðßäêà
áåç êîíöåâûõ òî÷åê [3], àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà [1] äîïóñêàþò ýëèìèíàöèþ êâàí-
òîðîâ, îäíàêî òåîðèß ëèíåéíîãî ïîðßäêà  íåò.
Îäíèì èç ïåðâûõ êîíå÷íûå àâòîìàòû äëß äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè òåî-
ðèé ñòàë èñïîëüçîâàòü Ðàáèí Ì.Î. [6]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè, äëß êîòîðîãî
èñïîëüçîâàëñß àïïàðàò êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ,  ðàçðåøèìîñòü ñëàáîé òåîðèè âòî-
ðîãî ïîðßäêà ñ äâóìß ôóíêöèßìè ñëåäîâàíèß. Ýòî äàëî ìíîãî äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ
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ðàçðåøèìîñòè, êîòîðûå ïðîñòî ñëåäîâàëè èç ãëàâíîãî, íàïðèìåð: òåîðèß âòîðî-
ãî ïîðßäêà ñ÷åòíûõ ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, òåîðèß ïåðâîãî ïîðßäêà
óíàðíîé ôóíêöèè ñî ñ÷åòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß  ðàçðåøèìû.
Èäåè Ðàáèíà Ì.Î. î ïðèìåíåíèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ äëß óñòàíîâëåíèß ðàçðå-
øèìîñòè áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå Áëþìåíñàòà À., Ãðåäåëß Å. [5]. Çäåñü ââîäèò-
ñß ïîíßòèå àâòîìàòíîé ñèñòåìû. Òàê íàçûâàåòñß ñèñòåìà, îáëàäàþùàß ñâîéñòâîì:
¾ïî ëþáîìó îòíîøåíèþ ñèñòåìû R(x1, . . . , xn) ìîæíî ýôôåêòèâíî ïî-
ñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé ïî êîäó êîðòåæà (a1, . . . , an) (êîð-
òåæ êîäèðóåòñß ñèìâîëàìè âõîäíîãî àëôàâèòà) ñìîæåò îïðåäåëèòü èñ-
òèííî R íà a¯ èëè ëîæíî.¿
Â ðàáîòå [5] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà ßâëßåòñß àâòîìàòíîé, òî ïî
ëþáîé ôîðìóëå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò,
êîòîðûé ïðîâåðßåò å¼ èñòèííîñòü. Ïî ñóùåñòâó ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ çàìêíóòîñòè
ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ. Íàïðèìåð, ñèñòåìà (ω,<) ßâëßåòñß àâòîìàòíîé.
Ìû ïðåäëàãàåì ñòðóêòóðó êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ îðàêóëîì è äîêàçûâàåì ñ åãî
ïîìîùüþ ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ òåîðèé àâòîìàòíûõ ñèñòåì, îáîãàù¼ííûõ îä-
íîìåñòíûì ïðåäèêàòîì âèäà U ⊂ {2x : x ∈ ω}. Ïðèâîäèì ïðèìåð íåàâòîìàòíîé
ñèñòåìû, òåîðèß êîòîðîé íå äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ, íî êîòîðàß ðàçðå-
øèìà.
Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîé ÷àñòè, çàêëþ÷åíèß è ñïèñ-
êà ëèòåðàòóðû. Â ãëàâå 1 äàåòñß îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ îðàêóëîì,
åãî ðàáîòû, ôîðìóëèðóåòñß ïðîáëåìà îñòàíîâêè. Äàëåå, çäåñü æå ìû îïðåäåëßåì
êîäèðîâàíèå ìíîæåñòâ â àëôàâèòàõ òàêèõ àâòîìàòîâ, ââîäèì ïîíßòèå ðàñøèðåí-
íî-àâòîìàòíîãî îòíîøåíèß, ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé ñèñòåìû, ßçûêà, çàäàâàåìîãî
ôîðìóëîé.
Â ñëåäóþùåé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà î äåòåðìèíèçàöèè. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà
çàìêíóòîñòè êëàññà ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ñ îðàêóëàìè, 
äîêàçàíû òåîðåìû: î çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, ïðîåêöèè. Äîêàçàíà
òåîðåìà î òîì, ÷òî êëàññ ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ òàêèìè ñòðóêòóðàìè, âêëþ÷àåò êëàññ
ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ.
Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñß âîïðîñ î çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèß 
äàþòñß ïðèìåðû îðàêóëîâ, êîòîðûå äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå, ÷òî îçíà-
÷àåò, ÷òî êëàññû ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ñ òàêèìè îðàêóëàìè,
çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî âñåõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.
Íàêîíåö, â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðå-
øèìîñòè òåîðèè ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé ñèñòåìû, ïðèâîäßòñß ïðèìåðû òåîðèé,
óäîâëåòâîðßþùèõ ýòîìó óñëîâèþ. Òàêæå äàí ïðèìåð íåàâòîìàòíîé ñèñòåìû, òåî-
ðèß êîòîðîé íå äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ, íî êîòîðàß óäîâëåòâîðßåò äî-
ñòàòî÷íîìó óñëîâèþ è, êàê ñäåäñòâèå, å¼ òåîðèß ßâëßåòñß ðàçðåøèìîé.
1. Îïðåäåëåíèß
Çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñî çíàêîì + ââåðõó è, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè
âíèçó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íûå àâòîìàòû ñ îðàêóëàìè. Íàïðèìåð, M+, M+1 ,
NM+, M+d , M+∃ .
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Îïðåäåëåíèå 1. Íåäåòåðìèíèðîâàííûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì ñ îðàêóëîì ìû áóäåì
íàçûâàòü ñåì¼ðêó:
M+ = 〈Σ,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉,
ãäå
• Σ  âõîäíîé àëôàâèò ñèìâîëîâ, Λ ∈ Σ, Λ  ïóñòîé ñèìâîë,
• ∆  âõîäíîé àëôàâèò ñèìâîëîâ, Λ ∈ ∆,
• Q  êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîßíèé,
• q0  íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå,
• Qf  ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîßíèé, Qf ⊆ Q,
• α  áåñêîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç ∆ (îðàêóë),
• F  ïðàâèëà ïåðåõîäà. F ïî êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà Q×Σ×∆ äàåò
îäèí èëè áîëåå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q.
Åñëè äëß ëþáûõ q ∈ Q, a ∈ Σ, b ∈ ∆ ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî ñîñòîßíèå q1
òàêîå, ÷òî (q, a, b 7→ q1) ∈ F , òî M+ áóäåì íàçûâàòü äåòåðìèíèðîâàííûì.
×åðåç α(i) îáîçíà÷èì i-ûé ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåì òîëüêî ðåêóðñèâíûå îðàêóëû, òî åñòü α(i)  ðåêóðñèâíàß ôóíêöèß.
Îðàêóë, ñîñòîßùèé òîëüêî èç ïóñòûõ ñèìâîëîâ, áóäåì íàçûâàòü ïóñòûì îðàêóëîì
è îáîçíà÷àòü ÷åðåç α∅.
Îáîçíà÷èì ïóñòîå ñëîâî ÷åðåç e¯.
Ââåä¼ì ïîíßòèå êîíôèãóðàöèè M+.
Îïðåäåëåíèå 2 (êîíôèãóðàöèß M+). Ïóñòü äàí M+ = 〈Σ,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉.
Òðîéêó âèäà 〈q, w¯, i〉 áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèåé M+, ãäå
• q ∈ Q  ñîñòîßíèå,
• w¯ ∈ Σ∗  âõîäíîå ñëîâî, êîòîðîå îñòàëîñü ïðî÷èòàòü,
• i  íîìåð ß÷ååê íà ïåðâîé è âòîðîé ëåíòàõ (íà âòîðîé ëåíòå çàïèñàí α),
êîòîðûå îáîçðåâàåò â äàííûé ìîìåíò ãîëîâêà àâòîìàòà.
〈q0, w¯, 0〉  íà÷àëüíàß êîíôèãóðàöèß. 〈qf , e¯, i〉  çàêëþ÷èòåëüíàß êîíôèãóðàöèß, ãäå
qf ∈ Qf .
Îïèøåì ñåìàíòèêó êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ îðàêóëîì â òåðìèíàõ êîíôèãóðàöèé.
×åðåç 〈q, w¯, i〉 `nM+ 〈q1, w¯1, i+ n〉 îáîçíà÷èì ïåðåõîä àâòîìàòà
M+ = 〈Σ,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉
èç êîíôèãóðàöèè 〈q, w¯, i〉 â êîíôèãóðàöèþ 〈q1, w¯1, i+ n〉 çà n øàãîâ, òî÷íåå:
1. ïðè n = 0: 〈q, w¯, i〉 `0M+ 〈q, w¯, i〉
2. ïðè n = 1: 〈q, w¯, i〉 `1M+ 〈q1, w¯1, i+ 1〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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(a) 〈q, w¯, i〉  íå çàêëþ÷èòåëüíàß êîíôèãóðàöèß,
(b) ëèáî w¯ = aw¯1 è (q, a, α(i) 7→ q1) ∈ F ,
ëèáî w¯ = w¯1 = e¯ è (q,Λ, α(i) 7→ q1) ∈ F ,
3. ïðè m = n + 1: 〈q, w¯, i〉 `mM+ 〈q2, w¯2, i + m〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
〈q, w¯, i〉 `nM+ 〈q1, w¯1, i + n〉 è 〈q1, w¯1, i + n〉 `1M+ 〈q2, w¯2, i + m〉 äëß íåêîòî-
ðûõ q1, w¯1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíå÷íûé àâòîìàò ñ îðàêóëîì îñòàíàâëèâàåòñß òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îí íàõîäèòñß â çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèè.
Ðàáîòà M+  ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé, ïåðâàß èç êîòîðûõ  íà-
÷àëüíàß, à êàæäàß ñëåäóþùàß ïîëó÷àåòñß èç ïðåäûäóùåé ñîãëàñíî ïðàâèëàìM+.
Åñëè îðàêóë ðåêóðñèâíûé, òî ðàáîòó àâòîìàòà ìîæíî ìîäåëèðîâàòü àëãîðèòìè-
÷åñêè, òî åñòü ìîæíî íàïèñàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî àâòîìàòó è âõîäíîìó ñëîâó
áóäåò ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñëîâî w¯ âîñïðèíèìàåòñß àâòîìàòîì M+ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå n ≥ 0, ÷òî
〈q0, w¯, 0〉 `nM+ 〈qf , e¯, n〉,
ãäå q0  íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå, qf  íåêîòîðîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîßíèå. ßçû-
êîì, çàäàâàåìûì àâòîìàòîì M+, íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå èì
âîñïðèíèìàþòñß.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè àâòîìàò M+ íå âîñïðèíèìàåò ñëîâî w¯, òî îí íå îñòàíàâ-
ëèâàåòñß íà w¯.
Òàê êàê êîíå÷íûé àâòîìàò ñ îðàêóëîì ìîæåò ðàáîòàòü ïîñëå êîíöà âõîäíîãî
ñëîâà, òî âñòàåò âîïðîñ: îñòàíîâèòñß ëè îí êîãäà-íèáóäü?
Îïðåäåëåíèå 4 (Ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëß îðàêóëà). Çàôèêñèðóåì îðàêóë α â
àëôàâèòå ∆. Ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëß îðàêóëà α: ïî ëþáîìó àâòîìàòó M+ =
〈Σ,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉 è ëþáîìó âõîäíîìó ñëîâó w¯ ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü  îñòà-
íàâëèâàåòñß M+ íà w¯ èëè íåò.
Îïðåäåëåíèå 5 (Ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Çàôèêñèðóåì àëôàâèò Σ.
Ïóñòü äàíû êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u1, . . . , un ñèìâîëîâ èç Σ. u1 ⊗ · · · ⊗ un
 ýòî ñëîâî â àëôàâèòå Σn:
u1 ⊗ · · · ⊗ un =
 u11...
un1




ãäå uij  ëèáî j-ûé ñèìâîë i-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî ñèìâîë Λ, åñëè ñðåäè
u1, . . . , un åñòü áîëåå äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷åì ui.
Äëß áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëßåòñß àíàëîãè÷-
íî.








· · ·0 0 0 1 Λ · · ·
· · ·
Λ
· · ·0 1 0 1 · · ·︸ ︷︷ ︸




Ðèñ. 1: Ïîäìíîæåñòâî ñòåïåíåé äâîéêè  ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîå îòíîøåíèå
Íåôîðìàëüíî ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê çàïèñûâàíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ui+1 ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ui, à j-ûé ñèìâîë òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè  ¾ìíîãîýòàæíûé¿ ñèìâîë, ñîñòîßùèé èç j-ûõ ñèìâîëîâ êàæäîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß ëþáîãî îðàêóëà α âåðíî ñëåäóþùåå: α⊗ α = α,
α⊗ α∅ = α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ¾ïðèñîåäèíåíèå¿ ñàìîãî ñåáß èëè ïóñòîãî îðàêó-
ëà íå äîáàâëßåò íèêàêîé èíôîðìàöèè, êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ïðè
ðàñïîçíàâàíèè âõîäà.
Îïðåäåëåíèå 6 (Êîäèðóþùàß ôóíêöèß). Çàôèêñèðóåì àëôàâèò Σ è ìíî-
æåñòâî A. Êîäèðóþùåé ôóíêöèåé íàçîâ¼ì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
σ : A←→ Σ∗. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ(a1, . . . , an) = σ(a1)⊗ · · · ⊗ σ(an).
Îïðåäåëåíèå 7 (Ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîå îòíîøåíèå). Ïóñòü äàí àëôàâèò Σ.
Îòíîøåíèå Rn(x1, . . . , xn) íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì A áóäåì íàçûâàòü ðàñ-
øèðåííî-àâòîìàòíûì äëß êîäèðóþùåé ôóíêöèè σ : A←→ Σ∗, åñëè ñóùåñòâóåò àâ-
òîìàò M+ òàêîé, ÷òî:
L(M+) = {w¯ ∈ Σ∗ : σ−1(w¯) ∈ Rn}.
Ïðèìåð 1. Âñßêîå ïîäìíîæåñòâî ñòåïåíåé äâîéêè U ⊂ {2x : x ∈ ω}  ðàñøè-
ðåííî-àâòîìàòíîå îòíîøåíèå.
Âîçüì¼ì îðàêóë α â àëôàâèòå {0, 1,Λ} òàêîé, ÷òî åäèíèöû ñòîßò â òî÷íî-
ñòè ïîä íîìåðàìè ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ èç U . Òîãäà íåòðóäíî íàïèñàòü ïðîãðàì-
ìó äëß êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ îðàêóëîì α, êîòîðûé áóäåò ðàñïîçíàâàòü ìíî-
æåñòâî U : ýëåìåíò n ∈ ω äîëæåí áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè è åäèíèöà äâîè÷íîé
çàïèñè n â îáðàòíîì ïîðßäêå äîëæíà ¾ñòîßòü¿ íàä åäèíèöåé îðàêóëà (ðèñ. 1).
Â [5] ââåäåíî ïîíßòèå àâòîìàòíîé ñèñòåìû. Ìû ââåä¼ì ïîíßòèå ðàñøèðåííî-
àâòîìàòíîé ñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå 8 (Ðàñøèðåííî-àâòîìàòíàß ñèñòåìà). Çàôèêñèðóåì àëôàâèò Σ.
Ïóñòü äàíà àëãåáðàè÷åñêàß ñèñòåìà Ω = (A,Rr11 , . . . , Rrnn ). Ñèñòåìà Ω íàçûâàåò-
ñß ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîäèðóþùàß ôóíêöèß σ : A←→ Σ∗,
äëß êîòîðîé êàæäîå îòíîøåíèå Rrii , 1 ≤ i ≤ n ßâëßåòñß ðàñøèðåííî-àâòîìàò-
íûì.
Ïðèìåð 2. Àëãåáðàè÷åñêàß ñèñòåìà Ω = (ω,R1, . . . , Rn), ãäå êàæäîå îòíîøåíèå
Ri, 1 ≤ i ≤ n  ïîäìíîæåñòâî ñòåïåíåé äâîéêè, ßâëßåòñß ðàñøèðåííî-àâòîìàò-
íîé ñèñòåìîé.
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Äëß äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñß îïðåäåëåíèå ßçûêà, çàäàâàå-
ìîãî ôîðìóëîé.
Îïðåäåëåíèå 9 (ßçûê, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé). Äàíà ñèñòåìà Ω, íîñèòåëåì
êîòîðîé ßâëßåòñß ìíîæåñòâî A, àëôàâèò Σ, êîäèðóþùàß ôóíêöèß σ : A←→ Σ∗,
ôîðìóëà φ(x1, . . . , xn) â ñèñòåìå Ω.
Òîãäà ìíîæåñòâî ñëîâ Lφ = {w¯ ∈ Σ∗ : φ(σ−1(w¯)) èñòèííà â ñèñòåìå Ω} áó-
äåì íàçûâàòü ßçûêîì, çàäàâàåìûì ôîðìóëîé φ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ßçûê, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé  ýòî ìíîæåñòâî çàêîäèðîâàí-
íûõ â íåêîòîðîì àëôàâèòå êîðòåæåé, íà êîòîðûõ èñòèííà ôîðìóëà.
2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñ îðàêóëàìè
Êëàññ ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé, ïðîåêöèè. Äëß êàæäîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà
ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé, çàäàþùèé òîò æå ßçûê, ÷òî è
èñõîäíûé.
Èññëåäóåì ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè êëàññà ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòî-
ìàòàìè ñ îðàêóëàìè.
Òåîðåìà 1 (Î äåòåðìèíèçàöèè). Äëß êàæäîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà
M+ = 〈Σ,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉 ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé
àâòîìàò M+d ñ îðàêóëîì α òàêîé, ÷òî L(M+) = L(M+d ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì àâòîìàò M+d :
M+d = 〈Σ,∆, P (Q), q0, {Q′|Q′ ∈ P (Q) è Q′ ∩Qf 6= ∅}, α, F ′〉.
Ïðàâèëà F ′  ìíîæåñòâî ïðàâèë âèäà: Q, a, b 7→ ⋃
q∈Q
{F (q, a, b)}, ãäå Q ∈ P (Q),
P (Q)  ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Q.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî L(M+) = L(M+d ) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â òåî-
ðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
Òåîðåìà 2 (Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß). Ïóñòü äàíû
äâà äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòà M+1 = 〈Σ,∆1, Q1, q10 , Q1f , α1, F1〉 è
M+2 = 〈Σ,∆2, Q2, q20 , Q2f , α2, F2〉, çàäàþùèå ßçûêè L(M+1 ) è L(M+2 ) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé
àâòîìàò ñ îðàêóëîì α1 ⊗ α2, çàäàþùèé L(M+1 ) ∩ L(M+2 ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì àâòîìàò M+3 :
M+3 = 〈Σ,∆1 ×∆2, Q1 ×Q2, 〈q10 , q20〉, Q1f ×Q2f , α1 ⊗ α2, F 〉.
Ïðàâèëà F  ìíîæåñòâî ïðàâèë âèäà: 〈q1, q2〉, a, 〈b1, b2〉 7→ 〈F1(q1, a, b1), F2(q2, a, b2)〉,
ãäå qi ∈ Qi, bi  íåêîòîðûé ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αi, i ∈ {1, 2}.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî L(M+3 ) = L(M+1 )∩L(M+2 ) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
â òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÒÅÎÐÈÉ ÎÁÎÁÙÅÍÈÉ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 27
Îïðåäåëåíèå 10 (Ïðîåêöèß).
1. Ïóñòü äàí ñèìâîë W =
 w1...
wn












2. Ïðîåêöèß ñëîâà W¯ =W1 · · ·Wn  ýòî ñëîâî τi(W¯ ) = τi(W1) · · · τi(Wn).
3. Ïðîåêöèåé ßçûêà L íàçîâ¼ì ßçûê τi(L) = {τi(W¯ ) : W¯ ∈ L}.
Òåîðåìà 3 (Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè). Ïóñòü äàí äåòåðìèíèðîâàí-
íûé àâòîìàò M+ = 〈Σk,∆, Q, q0, Qf , α, F 〉. Ïóñòü L(M+)  ßçûê, çàäàâàåìûé
ýòèì àâòîìàòîì. Òîãäà ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâ-
òîìàò M+∃ ñ òåì æå îðàêóëîì, çàäàþùèé ßçûê L(M+∃ ) = τi(L(M+)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò N+∃ ïî M+:
N+∃ = 〈Σk−1,∆, Q, q0, Qf , α, F ′〉.
Ïðàâèëà F ′ îïðåäåëßþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëß êàæäîãî ïðàâèëà
(q, a, b 7→ q′) ∈ F äîáàâèì â F ′ ïðàâèëî q, τi(a), b 7→ q′. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî L(N+∃ ) = τi(L(M+)) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìà-
òîâ. Ïî òåîðåìå 1 òåïåðü ýôôåêòèâíî ïîñòðîèì äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò M+∃ ,
êîòîðûé çàäàåò òîò æå ßçûê, ÷òî è N+∃ .
Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íûé àâòîìàò ñ ïóñòûì îðàêóëîì ðàáîòàåò òàêæå êàê îáû÷-
íûé êîíå÷íûé àâòîìàò.
Ïóñòü K  ýòî êëàññ ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè, à K+  êëàññ
ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ñ îðàêóëàìè.
Òåîðåìà 4. K ⊂ K+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ Ux2 = {0x2 · 1 : x ∈ ω}. Ýòî ìíîæå-
ñòâî íå ðåãóëßðíî, íî îíî ðàñïîçíàåòñß àâòîìàòîì M+, îðàêóë êîòîðîãî îïðåäå-
ëßåòñß òàê: åäèíèöà ñòîèò â òî÷íîñòè ïîä íîìåðîì x2 äëß âñåõ x.
Òàê êàê íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû ñ îðàêóëàìè çàäàþò òå æå
ßçûêè, ÷òî è äåòåðìèíèðîâàííûå, òî â äàëüíåéøåì âåçäå ïîä êîíå÷íûì àâòîìàòîì
ñ îðàêóëîì áóäåì ïîíèìàòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò.
3. Ýôôåêòèâíûå äîïîëíåíèß
Ïðè íåêîòîðûõ îðàêóëàõ α ïî ïðîèçâîëüíîìó M+ ñ α ìîæíî ýôôåêòèâíî ïî-
ñòðîèòü àâòîìàò, êîòîðûé çàäàåò äîïîëíåíèå ßçûêà L(M+), òî åñòü êàæäûé òàêîé
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α îïðåäåëßåò ïîäêëàññ ßçûêîâ, êîòîðûé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèß. Â òà-
êèõ ñëó÷àßõ óäîáíî ãîâîðèòü, ÷òî îðàêóë α äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå
ßçûêîâ.
Îïðåäåëåíèå 11 (Îðàêóë äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå). Ïóñòü äàí îðà-
êóë α. Åñëè ïî ïðîèçâîëüíîìó àâòîìàòó M+ ñ îðàêóëîì α ìîæíî ýôôåêòèâíî
ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò ñ òåì æå îðàêóëîì, êîòîðûé çàäàåò äîïîëíåíèå
ßçûêà L(M+), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðàêóë α äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíå-
íèå.
Òåîðåìà 5. Åñëè îðàêóë äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå, òî ïðîáëåìà îñòà-
íîâêè äëß íåãî ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí îðàêóë α, êîòîðûé äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîë-
íåíèå. Òîãäà ïî ïðîèçâîëüíîìó àâòîìàòó M+ ñ îðàêóëîì α ìîæíî ýôôåêòèâíî
ïîñòðîèòü àâòîìàò M¯+ ñ òåì æå îðàêóëîì, çàäàþùèé äîïîëíåíèå ßçûêà L(M+).
Çàïóñòèì àâòîìàòû M+ è M¯+ íà ñëîâå w¯. Åñëè M¯+ âîñïðèìåò ñëîâî w¯, òî M+
åãî íå âîñïðèìåò, òî åñòü, íå îñòàíîâèòñß. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðîèçâîëüíîìó M+ ñ
îðàêóëîì α è ïðîèçâîëüíîìó âõîäíîìó ñëîâó w¯ ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðåäåëèòü 
îñòàíîâèòñß M+ íà w¯ èëè íåò.
×åðåç α(i, j) îáîçíà÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, íà÷è-
íàß ñ i-ãî ñèìâîëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äî j-ãî âêëþ÷èòåëüíî, |β|  êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β.
Ëåììà 1. Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé àâòîìàò M+ ñ s ñîñòîßíèßìè è ïðîèçâîëü-
íîå âõîäíîå ñëîâî w¯. Çàïóñòèì M+ íà w¯. Ïóñòü α(x, y)  ôðàãìåíò îðàêóëà
α ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà, êîòîðûé ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ è åãî
äëèíà áîëüøå s. Ïóñòü T = (t0, t1, . . . , tn)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé ïðè
ðàáîòå M+ íà α(x, y).
Òîãäà T = (², pi, . . . , pi, γ), ãäå γ = pi(0,m) äëß íåêîòîðîãî m, ² = (t0, . . . , tk−1),
pi = (tk, . . . , tl−1), ãäå
k = min{u ≥ 0 : (∃w)(w > u ∧ tu = tw)},
l = min{u : u > k ∧ tu = tk}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèß è ñåìàíòèêè ðàáîòû àâòîìàòà M+.
Íåôîðìàëüíî ëåììà 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè àâòîìàò ÷èòàåò ôðàãìåíò îðà-
êóëà çà âõîäíûì ñëîâîì, ñîñòîßùèé èç îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ, è äëèíà ýòîãî ôðàã-
ìåíòà áîëüøå s (÷èñëî ñîñòîßíèé), òî ó àâòîìàòà íå õâàòèò ñîñòîßíèé, ÷òîáû
ïðî÷èòàòü âñå ñèìâîëû â ðàçíûõ ñîñòîßíèßõ. Ïîëó÷èòñß òàê, ÷òî äî íåêîòîðîãî
ìîìåíòà ìîæåò èäòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíûõ ñîñòîßíèé ², à çàòåì íåêîòîðàß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé pi áóäåò ïîâòîðßòüñß (ðèñ. 2).
Îïðåäåëåíèå 12. Ñ ïîìîùüþ αx! áóäåì îáîçíà÷àòü îðàêóë â àëôàâèòå {0, 1}
òàêîé, ÷òî:
1. αx!(0) = 1,
2. i-óþ îò i+ 1-îé åäèíèöû îòäåëßåò i! íóëåé.
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Ðèñ. 2: Ïîâòîðßþùàßñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé
Òåîðåìà 6. Îðàêóë αx! äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àâòîìàò
M+ = 〈{0, 1,Λ}, {0, 1,Λ}, Q, q0, Qf , αx!, F 〉
ñ s ñîñòîßíèßìè è ïðîèçâîëüíîå âõîäíîå ñëîâî. Ïóñòü ti  ñîñòîßíèå, â êî-
òîðîì M+ ïðî÷èòàë i-óþ åäèíèöó îðàêóëà ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà. Ïóñòü
T = (t2s, . . . , t3s). Ñîãëàñíî ñåìàíòèêå M+ â T åñòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû. Âîçü-
ì¼ì i è j (ðèñ. 3) òàêèå, ÷òî:
i = min{u ≥ 2s : (∃w)(w > u ∧ tu = tw)},
j = min{u : u > i ∧ tu = ti}.
è ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1  ôðàãìåíò îðàêóëà, íà÷èíàß ñ i-îé
åäèíèöû è äî i + 1-îé âêëþ÷èòåëüíî ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà è α2  ôðàã-
ìåíò îðàêóëà, íà÷èíàß ñ j-îé åäèíèöû è äî j + 1-îé âêëþ÷èòåëüíî ïîñëå êîí-
öà âõîäíîãî ñëîâà. Ïóñòü T1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé ïðè ðàáîòå M+
íà α1, T2  íà α2. Òîãäà, èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî T1 = (ti, ²1, pi1, . . . , pi1, γ1, t),
T2 = (ti, ²2, pi2, . . . , pi2, γ2, r). Èç ñåìàíòèêè ðàáîòû àâòîìàòà M+ ñëåäóåò, ÷òî
²1 = ²2 è pi1 = pi2. Îáîçíà÷èì èõ ïðîñòî ² è pi.
Ïîêàæåì, ÷òî γ1 = γ2. Òàê êàê γ1 = pi(0,m1), γ2 = pi(0,m2) äëß íåêîòîðûõ
m1,m2, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî m1 = m2. Èç îïðåäåëåíèß îðàêóëà ñëåäóåò,
÷òî |α1| − 2 = (i + c)!, |α2| − 2 = (j + c)!, ãäå c  êîëè÷åñòâî åäèíèö îðàêóëà äî
êîíöà âõîäíîãî ñëîâà. m1 îïðåäåëßåòñß èç ñîîòíîøåíèß:
(i+ c)!− |²| ≡ m1 (mod |pi|),
m2 èç ñîîòíîøåíèß:
(j + c)!− |²| ≡ m2 (mod |pi|).
Òàê êàê
|²| < s, |pi| ≤ s,
òî m1 = m2 è, ñëåäîâàòåëüíî, γ1 = γ2 (ðèñ. 4).
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Òîãäà, òàê êàê M+  äåòåðìèíèðîâàííûé, òî t = r, òî åñòü (i+1)-óþ è (j+1)-
óþ åäèíèöû M+ ïðî÷èòàåò â îäíîì è òîì æå ñîñòîßíèè. Ðàññóæäàß àíàëîãè÷íî,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëß k > 1 åäèíèöû ïîä íîìåðàìè i + k è j + k àâòîìàò M+
ïðî÷èòàåò â îäíîì è òîì æå ñîñòîßíèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà j-îé åäèíèöåé îðà-
êóëà ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà áóäóò ïîßâëßòüñß òîëüêî òå ñîñòîßíèß, êîòîðûå
ïîßâëßëèñü íà ôðàãìåíòå îðàêóëà îò i-îé äî j-îé åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ñðåäè ñîñòîßíèé ïðè ðàáîòå àâòîìàòà M+ äî j-îé åäèíèöû îðàêóëà ïîñëå êîí-
öà âõîäíîãî ñëîâà íåò çàêëþ÷èòåëüíîãî, òî åãî íå áóäåò è äàëåå, òî åñòü M+ íå
îñòàíàâëèâàåòñß.
Òåïåðü ïîñòðîèì àâòîìàò M+1 :
M+1 = 〈Σ,∆, Q×D, 〈q0, d0〉, (Q \Qf )× {d3s}, αx!, F ′〉,
òàêîé, ÷òî
L(M+1 ) = L(M+).
Çäåñü D = {d0, . . . , d3s}, ïðîãðàììà F ′ îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Äëß êàæäîãî ïðàâèëà (q, a, b 7→ q1) ∈ F , ãäå a 6= Λ äîáàâèì â F ′ ïðàâèëî:
〈q, d0〉, a, b 7→ 〈q1, d0〉.
2. Äëß êàæäîãî ïðàâèëà (qf ,Λ, b 7→ q1) ∈ F , äîáàâèì â F ′ ïðàâèëà
〈qf , di〉,Λ, b 7→ 〈qf , di〉 äëß âñåõ 0 ≤ i ≤ 3s,
3. Äëß êàæäîãî ïðàâèëà (q,Λ, 0 7→ q1) ∈ F , ãäå q /∈ Qf äîáàâèì â F ′ ïðàâèëà
〈q, di〉,Λ, 0 7→ 〈q1, di〉 äëß âñåõ 0 ≤ i ≤ 3s,
4. Äëß êàæäîãî ïðàâèëà (q,Λ, 1 7→ q1) ∈ F , ãäå q /∈ Qf äîáàâèì â F ′ ïðàâèëà
〈q, di〉,Λ, 1 7→ 〈q1, di+1〉 äëß âñåõ 0 ≤ i ≤ 3s− 1.
Ïóíêò (1) îçíà÷àåò, ÷òî M+1 ðàáîòàåò òàêæå êàê è M+ ïîêà âõîäíîå ñëîâî íå
êîí÷èëîñü.
Ïóíêò (2) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âM+ ïåðåøëè â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ,
òî â M+1 çàöèêëèâàåìñß, ò.å íå îñòàíàâëèâàåìñß.
Ïóíêòû (3), (4) îçíà÷àþò, ÷òî M+1 ðàáîòàåò òàêæå êàê è M+, íî åñëè M+
÷èòàåò ñèìâîë 1 â αx! ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà, òî M+1 ¾ñ÷èòàåò¿ ýòîò ñèìâîë.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè M+, ïðî÷èòàâ C = 3s åäèíèö â αx! ïîñëå êîíöà âõîäíî-
ãî ñëîâà íå îñòàíîâèòñß, òî îí íå îñòàíîâèòñß âîîáùå. Íî òîãäà M+1 ïåðåéäåò â
ñîñòîßíèå 〈q, d3s〉 äëß íåêîòîðîãî q /∈ Qf , ò.å âîñïðèìåò âõîäíîå ñëîâî.
Ñëåäîâàòåëüíî, L(M+1 ) = L(M+).
Èòàê, îðàêóë αx! äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå.
Îïðåäåëåíèå 13. ×åðåç αx áóäåì îáîçíà÷àòü îðàêóë â àëôàâèòå {0, 1} òàêîé,
÷òî:
1. αx(0) = 1,
2. i-óþ îò i+ 1-îé åäèíèöû îòäåëßåò i íóëåé.
Òåîðåìà 7. Îðàêóë αx äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå.













































Ðèñ. 3: Ôðàãìåíò îðàêóëà αx! çà âõîäíûì ñëîâîì, ïðè ÷òåíèè åäèíèö êîòîðîãî ïîßâßòñß
îäèíàêîâûå ñîñòîßíèß
· · ·
· · 0 · ·
· · ·
· · 0 · ·· · 0 · ·
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︷ ︸︸ ︷êîëè÷åñòâî íóëåé êðàòíî s!
Ðèñ. 4: Ôðàãìåíòû îðàêóëà αx! çà âõîäíûì ñëîâîì, íà êîòîðûõ àâòîìàò ðàáîòàåò
îäèíàêîâûì îáðàçîì
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé àâòîìàò
M+ = 〈{0, 1,Λ}, {0, 1,Λ}, Q, q0, Qf , αx, F 〉
ñ s ñîñòîßíèßìè è ïðîèçâîëüíîå âõîäíîå ñëîâî. Ïóñòü ti  ñîñòîßíèå, â êîòîðîì
M+ ïðî÷èòàë (i× s!)-óþ åäèíèöó îðàêóëà ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà. Ïóñòü T =
(t2, . . . , ts+2). Ñîãëàñíî ñåìàíòèêå M+ â T åñòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû. Âîçüì¼ì i
è j (ðèñ. 5) òàêèå, ÷òî:
i = min{u ≥ 2 : (∃w)(w > u ∧ tu = tw)},
j = min{u : u > i ∧ tu = ti}.
è ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1  ôðàãìåíò îðàêóëà, íà÷èíàß ñ (i× s!)-
îé åäèíèöû è äî (i× s! + 1)-îé âêëþ÷èòåëüíî ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà è α2 
ôðàãìåíò îðàêóëà, íà÷èíàß ñ (j×s!)-îé åäèíèöû è äî (j×s!+1)-îé âêëþ÷èòåëüíî
ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà. Ïóñòü T1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîßíèé ïðè ðàáîòå
M+ íà α1, T2  íà α2. Òîãäà, èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî T1 = (ti, ²1, pi1, . . . , pi1, γ1, t),
T2 = (ti, ²2, pi2, . . . , pi2, γ2, r). Èç ñåìàíòèêè ðàáîòû àâòîìàòà M+ ñëåäóåò, ÷òî ²1 =
²2 è pi1 = pi2. Îáîçíà÷èì èõ ïðîñòî ² è pi.
Ïîêàæåì, ÷òî γ1 = γ2. Òàê êàê γ1 = pi(0,m1), γ2 = pi(0,m2) äëß íåêîòîðûõ
m1,m2, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî m1 = m2. Èç îïðåäåëåíèß îðàêóëà ñëåäóåò,
÷òî |α1| − 2 = i× s! + c, |α2| − 2 = j × s! + c, ãäå c  êîëè÷åñòâî åäèíèö îðàêóëà äî
êîíöà âõîäíîãî ñëîâà. m1 îïðåäåëßåòñß èç ñîîòíîøåíèß:
i× s! + c− |²| ≡ m1 (mod |pi|),
m2 èç ñîîòíîøåíèß:
j × s! + c− |²| ≡ m2 (mod |pi|).
Òàê êàê
|²| < s, |pi| ≤ s,
òî m1 = m2 è, ñëåäîâàòåëüíî, γ1 = γ2 (ðèñ. 6).
Òîãäà, òàê êàê M+  äåòåðìèíèðîâàííûé, òî t = r, òî åñòü (i × s! + 1)-óþ è
(j × s! + 1)-óþ åäèíèöû M+ ïðî÷èòàåò â îäíîì è òîì æå ñîñòîßíèè. Ðàññóæäàß
àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëß k > 1 åäèíèöû ïîä íîìåðàìè i × s! + k è
j×s!+k àâòîìàò M+ ïðî÷èòàåò â îäíîì è òîì æå ñîñòîßíèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà
(j× s!)-îé åäèíèöåé îðàêóëà ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà áóäóò ïîßâëßòüñß òîëüêî
òå ñîñòîßíèß, êîòîðûå ïîßâëßëèñü íà ôðàãìåíòå îðàêóëà îò (i× s!)-îé äî (j × s!)-
îé åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñðåäè ñîñòîßíèé ïðè ðàáîòå àâòîìàòà M+ äî
(j × s!)-îé åäèíèöû îðàêóëà ïîñëå êîíöà âõîäíîãî ñëîâà íåò çàêëþ÷èòåëüíîãî, òî
åãî íå áóäåò è äàëåå, òî åñòü M+ íå îñòàíàâëèâàåòñß.
Òåïåðü ïîñòðîèì àâòîìàò M+1 :
M+1 = 〈Σ,∆, Q×D, 〈q0, d0〉, (Q \Qf )× {d(s+2)!}, αx, F ′〉,
òàêîé, ÷òî
L(M+1 ) = L(M+).
Çäåñü D = {d0, . . . , d(s+2)!}, ïðîãðàììà F ′ îïðåäåëßåòñß àíàëîãè÷íî òåîðåìå 6.



































i× s! + c
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Ðèñ. 5: Ôðàãìåíò îðàêóëà αx çà âõîäíûì ñëîâîì, ïðè ÷òåíèè åäèíèö êîòîðîãî ïîßâßòñß
îäèíàêîâûå ñîñòîßíèß
· · ·
· · 0 · ·
· · ·
· · 0 · ·· · 0 · ·
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︷ ︸︸ ︷(j − i)× s! íóëåé




Â [5] äîêàçàí ðåçóëüòàò, ÷òî ïî ëþáîé ôîðìóëå àâòîìàòíîé ñèñòåìû ìîæíî ýô-
ôåêòèâíî ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé ïðîâåðßåò èñòèííîñòü ôîðìóëû.
Ïî ñóùåñòâó, ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîíå÷íûå àâòîìàòû çàìêíóòû
îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ïðîåêöèè.
Êëàññû ßçûêîâ, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ñ îðàêóëàìè, çàìêíóòû îò-
íîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, ïðîåêöèè è, â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ (ïðèìåðû îðàêóëîâ αx!,
αx), îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèß, ïîýòîìó ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïîäîáíûé
[5] ðåçóëüòàò.
Îïðåäåëåíèå 14 (Îðàêóë ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé ñèñòåìû). Ïóñòü äàíà ðàñ-
øèðåííî-àâòîìàòíàß ñèñòåìà Ω ñèãíàòóðû Ξ = 〈Rr11 , . . . , Rrnn 〉. ×åðåç αi îáî-
çíà÷èì îðàêóë àâòîìàòà M+i , êîòîðûé ðàñïîçíàåò îòíîøåíèå Rrii . Îðàêóë
α = α1 ⊗ · · · ⊗ αn íàçîâ¼ì îðàêóëîì ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé ñèñòåìû Ω.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü äàíà ðàñøèðåííî-àâòîìàòíàß ñèñòåìà Ω ñèãíàòóðû
Ξ = 〈Rr11 , . . . , Rrnn 〉. Ïóñòü α  îðàêóë Ω, êîòîðûé äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äî-
ïîëíåíèå.
Òîãäà ïî ëþáîé ôîðìóëå φ(x¯) ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü
êîíå÷íûé àâòîìàò ñ îðàêóëîì α, ðàñïîçíàþùèé ßçûê Lφ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèß ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû:
1. Äëß àòîìíûõ ôîðìóë Rrii (x) óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß ðàñøèðåí-
íî-àâòîìàòíîãî îòíîøåíèß.
2. Äëß φ1(x¯) ∧ φ2(x¯), (∃xj)φ(x¯)  èç òåîðåì 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî.
3. Ïóñòü φ1(x¯) = ¬φ(x¯). Äëß φ(x¯) ýôôåêòèâíî ñòðîèòñß M+, äëß êîòîðîãî,
ñîãëàñíî óñëîâèþ, ýôôåêòèâíî ñòðîèòñß M+1 , çàäàþùèé äîïîëíåíèå ßçûêà
L(M+). Òîãäà â êà÷åñòâå àâòîìàòà äëß φ1(x¯) âîçüì¼ì M+1 .
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äàíà ðàñøèðåííî-àâòîìàòíàß ñèñòåìà Ω. Åñëè îðàêóë ñè-
ñòåìû Ω äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå, òî Th(Ω)  ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îðàêóë α ñèñòåìû Ω äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå,
òî ïî ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëå ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü àâòîìàò M+ ñ α,
ðàñïîçíàþùèé ßçûê, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé. Åñëè àâòîìàò îñòàíîâèòñß, òî ôîð-
ìóëà èñòèííà, èíà÷å ëîæíà, òî åñòü ïî ëþáîé ôîðìóëå ìîæíî ýôôåêòèâíî îïðå-
äåëèòü  èñòèííà îíà èëè ëîæíà.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü äàíà ðàñøèðåííî-àâòîìàòíàß ñèñòåìà Ω′. Îáîãàòèì ñèñòå-
ìó Ω′ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì àâòîìàòíûõ îòíîøåíèé äî ñèñòåìû Ω′′. Òî-
ãäà Ω′′ áóäåò ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé è â êà÷åñòâå å¼ îðàêóëà ìîæíî âçßòü
îðàêóë ñèñòåìû Ω′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ñèñòåìà Ω′′ áóäåò ñíîâà ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé, òàê
êàê êàæäîå àâòîìàòíîå îòíîøåíèå ðàñïîçíàåòñß íåêîòîðûì àâòîìàòîì M+ ñ ïó-
ñòûì îðàêóëîì α∅.
Ïóñòü α  îðàêóë ñèñòåìû Ω′. Òàê êàê α ⊗ α∅ = α, òî â êà÷åñòâå îðàêóëà
ñèñòåìû Ω′′ ìîæíî âûáðàòü ñàì îðàêóë α.
Èç òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû îáîãàùàåì ðàñøèðåííî-àâòîìàòíóþ ñèñòåìó,
îðàêóë êîòîðîé äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå, àâòîìàòíûìè îòíîøåíèßìè,
òî ïîëó÷àåì íîâóþ ðàñøèðåííî-àâòîìàòíóþ ñèñòåìó, òåîðèß êîòîðîé  ðàçðåøè-
ìà.
Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè îðàêóëû αx!, αx, êîòîðûå äîïóñêàþò ýô-
ôåêòèâíîå äîïîëíåíèå. Ïî íèì ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü îäíîìåñòíûå
ïðåäèêàòû. Äëß îðàêóëà αx! òàêèì ïðåäèêàòîì áóäåò Ux!, êîòîðûé îïðåäåëßåòñß
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. u0 = 20,
2. ui+1 = 2log2(ui)+1+(i+1)!.
Ïî îðàêóëó αx âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñòðîèòñß ïðåäèêàò Ux, êîòîðûé îïðåäåëß-
åòñß òàê:
1. u0 = 20,
2. ui+1 = 2log2(ui)+1+(i+1).
Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíèöû ýòèõ îðàêóëîâ ñòîßò â òî÷íîñòè ïîä íîìåðàìè ñòå-
ïåíåé ýëåìåíòîâ èç Ux!, Ux ñîîòâåòñòâåííî.
Ñèñòåìû (ω,Ux!), (ω,Ux) ßâëßþòñß ðàñøèðåííî-àâòîìàòíûìè. Èõ òåîðèè ßâ-
ëßþòñß ðàçðåøèìûìè, òàê êàê îðàêóëû αx! è αx äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå äîïîë-
íåíèå.
Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçëîæèòü â ñóììó ðàçëè÷íûõ
ñòåïåíåé äâîéêè â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî äâîè÷íîé çàïèñüþ. Äëß êðàòêîñòè ñòåïåíè
äâîéêè ìû áóäåì íàçûâàòü àòîìàìè. Ìíîæåñòâî àòîìîâ ÷èñëà x áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Atoms(x).
Îïðåäåëåíèå 15. Îòíîøåíèå E(x, y), ââåä¼ííîå â [4], îçíà÷àåò, ÷òî x  àòîì,
êîòîðûé âñòðå÷àåòñß â ðàçëîæåíèè ÷èñëà y, òî åñòü:
E(x, y)⇐⇒ x ∈ Atoms(y)
Íàïðèìåð,
19 = 16 + 2 + 1 = 24 + 21 + 20
(16, 19) ∈ E, íî (4, 19) /∈ E.
Îòíîøåíèå E  àâòîìàòíîå, òàê êàê äîñòàòî÷íî ïðîâåðßòü, ÷òî n ∈ ω  ñòåïåíü
äâîéêè è åäèíèöà äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x ¾ñòîèò¿ íàä íåêîòîðîé åäèíèöåé äâî-
è÷íîé çàïèñè ÷èñëà y.
Ñèñòåìû (ω, 0, 1, <,+, E, Ux!), (ω, 0, 1, <,+, E, Ux) (ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû
(ω, 0, 1, <,+, E∗) [2]) ßâëßþòñß ðàñøèðåíèßìè íåàâòîìàòíûõ ñèñòåì (ω,Ux!), (ω,Ux)
àâòîìàòíûìè îòíîøåíèßìè (êàæäóþ ôîðìóëó ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñèìâîëàìè
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ìåñòíîñòè n ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíóþ åé ôîðìóëó, ãäå êàæäûé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë çàìåíåí íà íåêîòîðûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ìåñòíîñòè
n+ 1). Ñëåäîâàòåëüíî, èõ òåîðèè ßâëßþòñß ðàçðåøèìûìè.
Ïîêàæåì, ÷òî íàø ìåòîä ïîçâîëßåò äîêàçûâàòü ðàçðåøèìîñòü, êîãäà íå ïðè-
ìåíèìà ýëèìèíàöèß êâàíòîðîâ è íå âûïîëíßåòñß ñâîéñòâî àâòîìàòíîñòè ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ω = (ω,<, E, Ux!), êîòîðàß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îáîãàùåíèå
ñèñòåìû (ω,Ux!) àâòîìàòíûìè îòíîøåíèßìè <, E. Òåîðèß ñèñòåìû Ω  ðàçðåøèìà
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.
Äîêàæåì, ÷òî òåîðèß Th(Ω) íå äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ. Ìû áóäåì
äîêàçûâàòü, ÷òî òåîðèß Th(Ω) íå ßâëßåòñß ìîäåëüíî ïîëíîé.
Òåîðåìà 10. Òåîðèß Th(ω,<, E, Ux!) íå ßâëßåòñß ìîäåëüíî ïîëíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ua  ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ux! ñ íîìåðîì a. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå íà ω:
h(x) =







B1(x) = {a ∈ Atoms(x) : a ∈ Ux!},
B2(x) = {a ∈ Atoms(x) : a /∈ Ux!}.
Åñëè Bi(x) = ∅, i ∈ {1, 2}, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó îáðàçîâ àòîìîâ áóäåì ïîëà-
ãàòü ðàâíîé íóëþ.
Çàìå÷àíèå: åñëè x  ñòåïåíü äâîéêè, òî h(x)  òàêæå ñòåïåíü äâîéêè ïî îïðå-
äåëåíèþ. Ïóñòü h(x)  ñòåïåíü äâîéêè. Ïîñêîëüêó âñå àòîìû ai â x  ðàçíûå,
âñå ýëåìåíòû uai  ðàçíûå, uj > 2ui äëß ëþáûõ j > i è íèêàêàß êîíå÷íàß ñóììà
ðàçíûõ ñòåïåíåé äâîéêè ñòåïåíü äâîéêè íå äàñò, òî x  ñòåïåíü äâîéêè.
Ïîêàæåì, ÷òî h  èçîìîðôèçì ñèñòåì Ω1 = (h[ω], <, E, Ux!) è Ω = (ω,<, E, Ux!).
Îòíîøåíèå Ux! ïðè òàêîì âûáîðå h ñîõðàíßåòñß. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ Ux!,
òî B1(y) = {y}, à B2(y) = ∅. Òîãäà h(y) = uy, íî uy  ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ux!.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü h(y) ∈ Ux!. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ âûøå, y  ñòåïåíü
äâîéêè. Ïóñòü òåïåðü B2(y) = {y}. Òîãäà y /∈ Ux! è uy ∈ Ux! ïî îïðåäåëåíèþ, íî
2uy /∈ Ux!. Òàê êàê h(y) = 2uy, òî h(y) /∈ Ux!. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò B1(y) = {y},
òî åñòü y ∈ Ux!.
Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå < òàêæå ñîõðàíßåòñß. Ïóñòü x < y. Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àß.
1. log2 x < log2 y, òî åñòü y äëèííåå x, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ äâîè÷íûé êîä.





Òàê êàê uj ≥ 4ui äëß ëþáûõ j > i è ay > ax, òî
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ud < 4uax ≤ uay ≤ h(y).
2. log2 x = log2 y.
Atoms(x) = Atoms(x) ∩Atoms(y) + Atoms(x) \Atoms(y),
Atoms(y) = Atoms(x) ∩Atoms(y) + Atoms(y) \Atoms(x).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ðàçëîæåíèåì x, y ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:
x = z + x′,













C ìû ïîíèìàåì ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C. Òîãäà
log2 x′ < log2 y′.


































Atoms(z) ∩Atoms(x′) = ∅,
Atoms(z) ∩Atoms(y′) = ∅,
òî
h(z + y′) = h(z) + h(y′),
h(z + x′) = h(z) + h(x′).
Íî h(x′) < h(y′) ïî ñëó÷àþ 1, ñëåäîâàòåëüíî, h(x) < h(y).
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíîå, ïîñêîëüêó ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî h(x) < h(y) è x ≥ y ñðàçó ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.














2ub ÷èñëà h(y). Íå òåðßß
îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(x) =
∑
a∈B1(y)
ua. Òàê êàê h(x)  ñòåïåíü äâîéêè,
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à íèêàêàß êîíå÷íàß ñóììà ðàçíûõ ñòåïåíåé äâîéêè íå ßâëßåòñß ñíîâà ñòåïåíüþ
äâîéêè, òî íèêàêàß ñîâîêóïíîñòü ðàçíûõ ñëàãàåìûõ ñóììû
∑
b∈B2(y)
2ub íå äàñò ñíî-
âà h(x). Òàêèì îáðàçîì, h(x) áóäåò ïðèíàäëåæàòü Atoms(h(y)), òî åñòü h(x) Eh(y).
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü h(x) Eh(y). h(x)  ñòåïåíü äâîéêè. Ñîãëàñíî çà-
ìå÷àíèþ âûøå x  òàêæå ßâëßåòñß ñòåïåíüþ äâîéêè. Òàê êàê íèêàêàß êîíå÷íàß
ñóììà ðàçíûõ ñòåïåíåé äâîéêè íå ßâëßåòñß ñòåïåíüþ äâîéêè, òî x âñòðå÷àåòñß
ñðåäè àòîìîâ ÷èñëà y, òî åñòü x E y.
Èòàê, ñèñòåìà Ω1 èçîìîðôíà ñèñòåìå Ω. Áîëåå òîãî ñèñòåìà Ω1 ßâëßåòñß ïîä-
ñèñòåìîé ñèñòåìû Ω, òàê êàê îòíîøåíèß ñèñòåìû Ω1  îãðàíè÷åíèß îòíîøåíèé
ñèñòåìû Ω íà ìíîæåñòâî h(ω).
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó
Ux!(y)→ (∀z)(z < y → ¬Ux!(z)),
êîòîðàß óòâåðæäàåò, ÷òî y  ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ux!.
Â ñèñòåìå Ω1 ýëåìåíò x = 4 ßâëßåòñß ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Ux!,
à â ñèñòåìå Ω  íåò. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà Ω1  íå ýëåìåíòàðíàß ïîäñèñòåìà ñè-
ñòåìû Ω, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèß Th(Ω)  íå ìîäåëüíî ïîëíà, ïîýòîìó íå äîïóñêàåò
ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.
Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, ìû ââåëè ïîíßòèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñ îðàêóëàìè è ïîêàçàëè, ÷òî ïðè
íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèßõ ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî äîêàçûâàòü ðàçðåøèìîñòü òåîðèé.
Ïðèâåäåí ïðèìåð íåàâòîìàòíîé ñèñòåìû, òåîðèß êîòîðîé íå äîïóñêàåò ýëèìèíà-
öèþ êâàíòîðîâ, íî êîòîðàß ßâëßåòñß ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé è å¼ òåîðèß ßâëßåòñß
ðàçðåøèìîé.
Íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå, îñòàâøèåñß îòêðûòûìè â ðàáîòå, âîïðîñû:
• Ñóùåñòâóþò ëè ðåêóðñèâíûå îðàêóëû, ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëß êîòîðûõ íå
ðàçðåøèìà?
• Âñßêèé ëè îðàêóë, äëß êîòîðîãî ïðîáëåìà îñòàíîâêè ðàçðåøèìà, äîïóñêàåò
ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå?
• Ïóñòü îðàêóëû α1, · · · , αn äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå. Îðàêóë
α1 ⊗ · · · ⊗ αn äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå äîïîëíåíèå?
• Îöåíèòü ñëîæíîñòü ââåä¼ííîãî ìåòîäà óñòàíîâëåíèß èñòèííîñòè ôîðìóëû â
ðàñøèðåííî-àâòîìàòíîé ñèñòåìå.
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